
⟨ ⟩ ⟨ ⟩

→

⟨ ⟩

!τ"
τ

!τ1 → τ2"
!τ1"→ ⟨!τ2"⟩

!τ1 → ⟨ |ϵ⟩ τ2"
!τ1"→ ϵ ⟨ϵ, !τ2"⟩

ϵ
ϵ



→

τ→ ϵ τ ′

τ τ ′

ϵ τ→ τ ′

τ→ ⟨⟩ τ ′

⊥

→

→
→

→ ⟨ ⟩
→

⟨ ⟩



⟨ ⟩ ⟨ ⟩
⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩ ⟨ ⟩

⟨ ⟩

⟨ ⟩
→ ⟨ ⟩

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

!

⟨ ⟩

→
→

⟨ ⟩

→
→

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩

→
→



⟨ ⟩ →

⟨ ⟩ →
→ ⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩ → ⟨ ⟩

→
→

≥ ≤

!

→

≥ ≤

⟨ ⟩⟨ ⟩ → ⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩
→ ⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩ → ⟨ ⟩

⟨ ⟩
⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩⟨ ⟩
⟨ ⟩ → ⟨ ⟩⟨ ⟩

≥ ≤

!

≥ ≤

⟨ ⟩



⟨ ⟨ ⟨ ⟨ ⟩⟩⟩⟩

≥

⟨ ⟩

→ ⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩

→ ⟨ ⟩
⟨ ⟩

→ ⟨ ⟩
→ ⟨ ⟩

→ ⟨ ⟩
⟨ ⟩

→ ⟨ ⟩

→
→

→ ⟨ ⟩
→ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩

→
→

⟨ ⟩

⟨ ⟩

→ ⟨ ⟩
⟨ ⟩ ⟨ ⟩



⟨ ⟩

⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩

→ ⟨ ⟩ ⟨⟨ ⟩ ⟩
→ ⟨ ⟩

⟨ ⟩

⟨⟨ ⟩ ⟨ ⟩

e ::= σ σ e e
λϵ : σ. e

σ = e; e
e e e

e [σ] Λακ . e

τκ ::= ακ

κ0⟨τκ1
1 , ..., τκ ⟩ κ0 = (κ1,...,κ ) → κ

κ ::= ∗

(κ1, ...,κ )→ κ

σ ::= ∀ακ. σ τ∗

() :: ∗
:: ∗

( → ) :: (∗, , ∗)→∗
⟨⟩ ::
⟨ ⟩ :: ( , )→

, ::
⟨ ⟩ :: →
⟨ ⟩ :: →∗

ϵ
.
= τ

µ
.
= α

⟨ 1, ..., ⟩ .
= ⟨ 1, ..., ⟨⟩⟩
.
= ⟨ ⟩
.
= ⟨ ⟩

λκ

λκ

λκ

λκ

λκ

λ λκ

λκ σ

σ λ λϵ : σ. e e e
σ = e; e e e e

e [σ] Λακ . e

λ
λϵ : σ. e ϵ

ακ

κ0⟨τκ1
1 , ..., τκ ⟩

κ0 = (κ1, ...,κ )→ κ



⊢ : σ| ϵ

⊢ σ : σ| ϵ ⊢ σ : σ| ϵ

⊢ : σ| ⟨⟩
⊢ Λακ. : ∀ακ. σ| ϵ

⊢ : ∀α. σ| ϵ
⊢ [τ ] : σ[α )→ τ ] | ϵ

⊢ : τ2 | ϵ
⊢ λϵ : τ1. : τ1 → ϵ τ2 | ϵ′

⊢ 1 : τ1 → ϵ τ2 | ϵ ⊢ 2 : τ1 | ϵ
⊢ 1 2 : τ2 | ϵ

⊢ 1 : σ1 | ϵ ⊢ 2 : σ2 | ϵ
⊢ = 1; 2 : σ2 | ϵ

⊢ : | ϵ ⊢ 1 : σ| ϵ ⊢ 2 : σ| ϵ
⊢ 1 2 : σ| ϵ

⊢ : σ

⊢ : σ| ϵ
⊢ : σ

( → ) :: (∗, , ∗) → ∗

τ κ τκ

∗ →

κ τκ

τ κ
α µ

ϵ

⟨⟩
µ ϵ

⟨ |ϵ⟩

::
⟨ ⟩ ::

⟨ ⟩

λκ

⊢ : σ| ϵ σ ϵ

λ
λκ

λκ λκ

⊢ : σ
⊢ : σ| ϵ ϵ

λκ

⟨ ⟩

⟨ϵ,α⟩ = α

: ∀αµ. α→ µ ⟨µ,α⟩
: ∀αβµ. ( ⟨µ,α), α→ µ ⟨µ,β⟩)→ µ ⟨µ,β⟩

: ∀αµ. ( ⟨µ,α⟩)→ ⟨ |µ⟩ α

: ∀αβµ. (() → ⟨ |µ⟩ α) → µ ⟨µ,α⟩

:: ( , ∗)→∗
⟨ ⟩ {

: ∀αµ. α→ µ ⟨µ,α⟩
: ∀αβµ. ( ⟨µ,α⟩, α→ β)→ µ ⟨µ,β⟩
: ∀αβµ. ( ⟨µ,α⟩, α→ µ ⟨µ,β⟩)→ µ ⟨µ,β⟩

: ∀αµ. ( ⟨⟨ |µ⟩,α⟩⟩, → µ ⟨µ,α⟩)→ µ ⟨µ,α⟩}
: ⟨ ⟩



Γ⊢ : Γ

Γ, µ ,α∗ ⊢ τ :: ∗ Γ′ = Γ, ⟨µ,α⟩ = τ Γ′ ⊢ 1 : ∀αµ. α→ µ ⟨µ,α⟩
Γ′ ⊢ 2 : ∀µαβ. ( ⟨µ,α⟩, α→ µ ⟨µ,β⟩)→ µ ⟨µ,β⟩

Γ ⊢ ⟨µ,α⟩ = τ { = 1; = 2 } :
Γ′, , : ⟨ ⟩

: ∀αµ. ( ⟨µ,α⟩)→ ⟨ |µ⟩ α,
: ∀αβµ. (()→ ⟨ |µ⟩ α)→ µ ⟨µ,α⟩

≡ ⟨ 1, ..., ⟩ ≡ ⟨ 1, ..., , ..., ⟩ Γ ⊢ : ∀αµ. ⟨µ, α⟩ → µ ⟨µ, α⟩
Γ ⊢ { } :Γ, ◃ : ∀αµ. ⟨µ, α⟩ → µ ⟨µ, α⟩

Γ ⊢ ⟨µ,α⟩ = τ⟨µ,α⟩ { = 1; = 2 } : Γ′

Γ
Γ′

⟨ ⟩

⟨ϵ,α⟩ = ⟨α⟩
⟨ϵ,α⟩ = →ϵ α

⟨ , ⟩⟨ϵ,α⟩ = →ϵ ⟨α⟩

⟨ ⟩
⟨ ⟩

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩

⟨ ⟩
→ → ⟨ ⟩

◃ ⟨ , ⟩ : ∀αµ. ⟨µ, α⟩ → µ ⟨ , ⟩⟨µ,α⟩
◃ ⟨ , ⟩ : ∀αµ. ⟨µ, α⟩ → µ ⟨ , ⟩⟨µ,α⟩

Γ ⊢ : Γ′

Γ

Γ′

e!ϵ e′ | υ e
e′

ϵ
υ ϵ

υ
ϵ

υ ϵ
υ ϵ

υ ::= µ | ⟨ 1, ..., ⟩ ( ≥ 0)

⟨ 2, 1⟩ ≡
⟨ 1, 2⟩

µ

ϵ ϵ
ϵ̃ ϵ

⟨ | ϵ⟩ = ⟨ | ϵ⟩ ϵ ̸= µ ˜⟨ | ϵ⟩ = ϵ̃
⟨ κ| ϵ⟩ = ϵ κ ̸= ˜⟨ κ| ϵ⟩ = ⟨ κ| ϵ̃ ⟩
⟨⟩ = ⟨⟩ ⟨̃⟩ = ⟨⟩
µ = µ µ̃ = µ



υ
⟨⟩(ϵ, , , ) = = ;
⟨⟩
υ (ϵ, , , ) = υ . ⟨σ ,σ, ϵ⟩( , λ⟨⟩ : σ . )

⊢ : ⟨υ , ϵ,σ ⟩, ⊢ : σ
υ
υ (ϵ, , , ) = υ ⊕υ. ⟨σ ,σ, ϵ⟩( ′ , ′)

′ = (υ ⊕υ)
υ (ϵ, )

′ = λϵ̃ : σ . ( (υ ⊕υ)
υ (ϵ, ))

⊢ : ⟨υ , ϵ,σ ⟩, ⊢ : ⟨υ, ϵ,σ⟩

υ
υ(ϵ, ) =
υ
⟨⟩(ϵ, ) = υ. ⟨σ, ϵ⟩( ) υ ̸= ⟨⟩, ⊢ : σ
υ
υ (ϵ, ) = υ ◃ υ ⟨σ, ϵ⟩( ) ⊢ : ⟨υ , ϵ,σ⟩

⊕

⟨⟩ ⊕ υ2 = υ2

µ⊕ µ = µ

⟨ | υ1⟩ ⊕ ⟨ | υ2⟩= ⟨ | υ1 ⊕ υ2⟩
⟨ | υ1⟩ ⊕ υ2 = ⟨ | υ1 ⊕ υ2⟩ ̸∈ υ2

!·"

!ακ" = ακ

!τ→ ϵ τ ′" = !τ" → ϵ̃ ⟨ϵ, ϵ, !τ ′"⟩
! κ⟨τ1, . . . , τ ⟩" = κ⟨!τ1", . . . , !τ "⟩ ̸= →
!∀ακ . σ" = ∀ακ . !σ" κ ̸=
!∀α . σ" = ∀α . ⟨α ⟩ → ⟨⟩!σ"

τ→ ϵ τ ′ ϵ
ϵ̃ ϵ

ϵ̃

ϵ

⟨⟨⟩, ϵ,σ⟩ = σ
⟨⟨ 1, ... , ⟩, ϵ,σ⟩ = ⟨ 1, ... , ⟩⟨ϵ, σ⟩ ≥ 1
⟨µ, ϵ,σ⟩ = ( )

λκ λκ

⟨⟨⟩⟩ = ⟨ ⟩
⟨⟨ 1, ..., ⟩⟩ = ⟨ ⟨ 1, ..., ⟩⟩ ≥ 1
⟨µ⟩ =

!·"

! ⟨ϵ,α⟩ → ⟨ |ϵ⟩ α"
⟨ϵ,α⟩→ ϵ ⟨ϵ,α⟩

λ .
λ . ()

υ
υ (ϵ, ) e υ

υ
υ ̸= υ

υ

υ ◃ υ

ϵ ::
◃

υ ◃ υ
υ
υ (ϵ, , , ) e

e e e
υ υ ϵ

e

υ ⊕ υ

υ ⊕υ

υ = ⟨⟩
ϵ υ

ϵ

e!ϵ e′ | υ ϵ
υ

⟨⟩

λϵ : τ. e
τ
ϵ
e

ϵ

e

µ

µ µ : ⟨µ⟩
ϵ′

ϵ′ : ⟨ϵ′⟩ ϵ′

ϵ′ ⟨ ⟩

ϵ′

µ
µ

ϵ′

⟨⟩



!ϵ | υ

σ !ϵ
!σ" | ⟨⟩ σ !ϵ

!σ" | ⟨⟩
!ϵ

′ | υ
λϵ : τ. e !ϵ0 λ̃ϵ : !τ". ϵ

υ(ϵ, ′) | ⟨⟩

!ϵ
′ | ⟨⟩ κ ̸=

Λακ. !ϵ Λακ. ′ | ⟨⟩
!ϵ

′ | ⟨⟩
Λµ. !ϵ Λµ.λ⟨⟩ µ : ⟨µ⟩. e′ | ⟨⟩

!ϵ
′ | υ κ ̸=

[τκ] !ϵ
′ [!τκ"] | υ

!ϵ
′ | υ

[ϵ′] !ϵ
′[!ϵ′"] !ϵ′" | υ

1 !ϵ
′
1 | υ1 2 !ϵ

′
2 | υ2 1 ↓ υ3 υ = υ1 ⊕ υ2 ⊕ υ3

1 2 !ϵ
υ2⊕υ3
υ1

(ϵ, ′
1, , υ3

υ2
(ϵ, ′

2, , )) | υ

1 !ϵ
′
1 | υ1 2 !ϵ

′
2 | υ2

= 1; 2 !ϵ
υ2
υ1
(ϵ, ′

1, , ′
2) | υ1 ⊕ υ2

1 !ϵ
′
1 | υ1 2 !ϵ

′
2 | υ2 3 !ϵ

′
3| υ3 υ = υ1 ⊕ υ2 ⊕ υ3

1 2 3 !ϵ
υ2⊕υ3
υ1

(ϵ, ′
1, , υ2 ⊕υ3

υ2
(ϵ, ′

2)
υ2⊕υ3
υ3

(ϵ, ′
3)) | υ

⊢ : ∀µ,α1, ...,α . σ1 → ⟨ 1, ..., |µ⟩ σ2

[ϵ,α1, ...,α ] ↓ ⟨ 1, ..., ⟩

⊢ : σ1 → ϵ σ2

↓ ϵ

⟨⟩ ⟨⟩

e1 e2
e1

υ1 e2 υ2

ϵ

e1 ↓ υ3

([ , ])

=
1; 2 1 2

1 2 3 e1
1

υ
υ1

υ2 υ3

Γ ⊢ : σ | ϵ! ⊢ : σ| ϵ

Γ ⊢ : σ | ϵ!
σ

ϵ

!·"

⊢ : σ !ϵ
′ | ⟨⟩ ⊢ ′ : !σ"

⊢ : σ !ϵ
′ | υ ⊢ ′ : ⟨υ, ϵ, !σ"⟩

υ = ⟨⟩ #

⊥



λκ

ϵ

( , ) ≡
( , ) ≡
( , ) ≡ ( )

→
≥

http://koka.codeplex.com/


η

∀ µ1 µ2 µ3 µ4 µ. (µ1 ≥ µ,µ2 ≥ µ) ⇒
( → µ2 )→ µ3 ( → µ1 )→ µ4 ( → µ )

∀⟨ , , , ϵ⟩ ( → ϵ , → ϵ )→ ϵ
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υ
⟨⟩

⟨⟨ υ
1 | ...| υ|⟨⟩⟩, ϵ, τ⟩ = { υ

1 , ..., υ}⟨ϵ, τ⟩
⟨·, ·, ·⟩

⟨ ⟩ {
: ∀αµ. α→ µ̃ ⟨ , µ,α⟩
: ∀αβµ. ( ⟨ , µ,α⟩, α→ β)→ µ̃ ⟨ , µ,β⟩
: ∀αβµ. ( ⟨ , µ,α⟩, α→ µ̃ ⟨ , µ,β⟩ )→ µ̃ ⟨ , µ,β⟩

}

υ ◃ υ :: α ϵ. ⟨υ , ϵ,α⟩ → ϵ ⟨υ , ϵ,α⟩

⊢ : ⟨υ , ϵ,σ⟩ ⊢ υ
υ (ϵ, ) :

⟨υ , ϵ,σ⟩

′ ≡ υ
υ (ϵ, )

υ = υ ′ = ⊢ ′ :
⟨υ , ϵ,σ⟩

υ = ⟨⟩ ′ = υ . ⟨σ, ϵ⟩( )

⊢ ′ :
⟨υ , ϵ,σ⟩

′ = υ ◃ υ ⟨σ, ϵ⟩( ) ◃

⊢ ′ : ⟨υ , ϵ,σ⟩

⊢ 1 : ⟨υ1, ϵ,σ1⟩
⊢ 2 : ⟨υ2, ϵ,σ2⟩ ⊢ υ2

υ1
(ϵ, 1, , 2) :

⟨υ1 ⊕ υ2, ϵ,σ2⟩

′ ≡ υ2
υ1
(ϵ, 1, , 2)

υ1 = ⟨⟩ υ1 ⊕ υ2 = υ2
′ = = 1; 2

⊢ ′ : ⟨υ1 ⊕ υ2, ϵ,σ2⟩
υ2 = ⟨⟩ υ1 ⊕ υ2 = υ1

′ =

υ. ⟨σ1,σ2, ϵ⟩( 1, λ
⟨⟩ : σ1. 2)

⊢ ′ :
⟨υ1 ⊕ υ2, ϵ,σ2⟩

′ = υ1 ⊕υ2 . ⟨σ1,σ2, ϵ⟩( ′
1,

′
2)

′
1 = (υ1 ⊕υ2)

υ1 (ϵ, 1)
′
2 = λϵ̃ : σ1. (

(υ1 ⊕υ2)
υ2 (ϵ, 2))

⊢ ′ : ⟨υ1 ⊕ υ2, ϵ,σ2⟩

⊢ : σ !ϵ
′ | υ ⊢ ′ : ⟨υ, ϵ, !σ"⟩

#
≡ σ ⊢ : σ σ !ϵ

!σ" | ⟨⟩
′ ≡ !σ" ⊢ ′ : !σ"

⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩ = !σ" ⊢ ′ : ⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩
≡ σ ⊢ : σ σ !ϵ

!σ" | ⟨⟩
′ ≡ !σ" ⊢ ′ : !σ"

⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩ = !σ" ⊢ ′ : ⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩

≡ λϵ : τ1. e2
′ ≡ λϵ̃ : !τ1". ϵ

υ(ϵ,
′
2)

τ2 ⊢ : τ1 → ϵ τ2
σ ≡ τ1 → ϵ τ2 ⊢ 2 : τ2

2 !ϵ
′
2 | υ

⊢ ′
2 : ⟨υ, ϵ, !τ2"⟩

⊢ ϵ
υ(ϵ,

′
2) :

⟨ϵ, ϵ, !τ2"⟩ ⊢ ′ :
!τ1" → ϵ̃ ⟨ϵ, ϵ, !τ2"⟩ !∗"

!τ1" → ϵ̃ ⟨ϵ, ϵ, !τ2"⟩ = !τ1 → ϵ τ2" = !σ" =
⟨⟨⟩, ϵ′,σ⟩ ⊢ ′ : ⟨⟨⟩, ϵ′, !σ"⟩

≡ Λακ. 1 κ ̸=
σ1

⊢ Λακ. 1 : ∀ακ. σ1 ⊢ 1 : σ1

σ ≡ ∀ακ. σ1

Λακ. 1 !ϵ Λακ. ′
1 | ⟨⟩ 1 !ϵ

′
1 | ⟨⟩

′ ≡ Λακ. ′
1

⊢ ′
1 : !σ1"

⊢ ′ : !σ"
⊢ ′ : ⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩

≡ Λµ. 1

σ1 ⊢ : Λµ. 1 :
∀µ. σ1 ⊢ 1 : σ1 σ ≡ ∀µ. σ1

Λµ. 1 !ϵ Λµ.λ⟨⟩ µ :
⟨µ⟩. e′1 | ⟨⟩ 1 !ϵ

′
1 | ⟨⟩

′ ≡ Λµ.λ⟨⟩ µ : ⟨µ⟩. e′1
⊢ ′

1 : !σ1"
⊢ ′ : ∀µ. ⟨µ⟩ → ⟨⟩ !σ1"

⊢ ′ : !σ" ⊢ ′ : ⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩
≡ 1[τ

κ] κ ̸=
1 !ϵ

′
1 | ⟨⟩

′ ≡ ′
1 [!τκ"]
σ1 ⊢ 1 : ∀α. σ1

⊢ : σ1[α )→ τκ] σ ≡ σ1[α )→ τκ]
⊢ ′

1 : ∀α. !σ1"
⟨⟩ ⊢ ′ : !σ1"[α )→ [!τκ""

⊢ ′ : !σ1[α )→ [τκ""
⟨⟩ ⊢ ′ : !σ"

⊢ ′ : ⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩
≡ 1[ϵ1]

1 !ϵ
′
1 | ⟨⟩

′ ≡ ′
1 [!ϵ1"] !ϵ1"

σ1 ⊢ 1 : ∀µ. σ1

⊢ : σ1[µ )→ ϵ1] σ ≡ σ1[µ )→ ϵ1]
⊢ ′

1 : ∀µ. ⟨µ⟩ → ⟨⟩ !σ1"
⟨⟩

⊢ ′ : !σ1"[µ )→ [!ϵ1""
⊢ ′ : !σ1[µ )→ [ϵ1""
⟨⟩ ⊢ ′ : !σ" ⊢ ′ : ⟨⟨⟩, ϵ, !σ"⟩

≡ = 1; 2

1 !ϵ
′
1 | υ1 2 !ϵ

′
2 | υ2

′ ≡ υ2
υ1
(ϵ, ′

1, , ′
2)

υ ≡ υ1 ⊕ υ2

⊢ 1 : σ1 ⊢ 2 : σ2

⊢ : σ2 σ ≡ σ2

⊢ ′
1 : ⟨υ1, ϵ, !σ1"⟩

⊢ ′
2 : ⟨υ2, ϵ, !σ2"⟩

⊢ ′ : ⟨υ1 ⊕ υ2, ϵ, !σ"⟩ ⊢ ′ :
⟨υ, ϵ, !σ"⟩

≡ 1 2

⊢ 1 : τ1 → ϵ1 τ2 ⊢ 2 : τ1
⊢ : τ2 σ ≡ τ2



1 !ϵ
′
1 | υ1 2 !ϵ

′
2 | υ2

υ3 ↓ ϵ1 υ = υ1 ⊕ υ2 ⊕ υ3

′ ≡ υ2⊕υ3
υ1

(ϵ, ′
1, , υ3

υ2
(ϵ, ′

2, , ))
⊢ ′

1 : ⟨υ1, ϵ, !τ1 → ϵ1 τ2"⟩
⊢ ′

2 : ⟨υ2, ϵ, !τ1"⟩
∗ ↓ ∗ υ3

⊢ ′ : ⟨υ, ϵ, !σ"⟩
= 1 2 3

⊢ 1 : ⊢ 2 : σ
⊢ 3 : σ ⊢ : σ

1 !ϵ
′
1 | υ1

2 !ϵ
′
2 | υ2 3 !ϵ

′
3 | υ3 υ = υ1 ⊕υ2 ⊕υ3

′ ≡ υ2⊕υ3
υ1

(ϵ, ′
1, , υ3

υ2
(ϵ, ′

2)
υ2
υ3
(ϵ, ′

3))
⊢ ′

1 : ⊢ ′
2 :

⟨υ2, ϵ, !σ"⟩ ⊢ ′
3 : ⟨υ3, ϵ, !σ"⟩

⊢ ′ : ⟨υ, ϵ, !σ"⟩

!σ[α )→ σ ]" = !σ" [α )→ !σ "]

σ

⟨ ⟩ → → →

⟨ ⟩

⟨ ⟩
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http://koka.codeplex.com
http://www.madoko.net
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